
习题一

32.
设欧式空间  中的內积为

 
(1) 求基  的度量矩阵 
(2) 用矩阵乘法形式计算  与  的內积.

(1)

由  定义计算得

(2)

34.
(1) 复数域  是实数域  上的二维线性空间. 是否存在  上的一个內积，使得  与  成为  的一组标准正交基，
为什么？

(2) 试构造实线性空间  上的一个內积，使得向量组  是一组标准正交基. 问此时  与 
的�长度是多少？它们的夹角又是多少？

(1) 存在。因为  和  线性无关，可以作为二维线性空间的一组基。�然后用 Gram_Schmidt 正交化方法将其变为一组标
准正交基。

(2) 若  是一组标准正交基，利用內积性质可计算得度量矩阵

i.e. 若  在  这组基下坐标为  和 ，则有

且 ，得  即 

37.
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在欧式空间  中，求三个向量  和  所生成的子空间的
一个标准正交基.

直接用 Gram-Schmidt 方法求解

39.
设二维欧式空间  的一组基为 ，其度量矩阵为 

 
试求  的一个标准正交基到  的过渡矩阵.

由度量矩阵可知  故  长度相等，则  必正交。令

则  是一个标准正交基，且有

则  到  的过渡矩阵为

42.
设线性空间  是欧式空间 (未必是通常的欧式空间). 设  与 

 是  的两组基. 设  与  的內积分别为 

 
(1) 求两组基的度量矩阵 
(2) 求  的一个标准正交基.

(1)

易知 

R
4 = (1, 0, 1, 1 , = (2, 1, 0, −3α1 )′ α2 )′ = (1, −1, 1, −1α3 )′

= = (1, 0, 1, 1β1 α1 )′

= − ( , ) = (7, 3, 1, −8β2 α2 α2 r1 r1
1

3
)′

= − ( , ) − ( , ) = (−3, −54, 23, −20β3 α3 α3 r2 r2 α3 r1 r1
1

4
)′

= /∥ ∥ = (1, 0, 1, 1r1 β1 β1
1

3–√
)′

= /∥ ∥ = (7, 3, 1, −8r2 β2 β2
1

123− −−√
)′

= /∥ ∥ = (−3, −54, 23, −20r3 β3 β3
1

3854
− −−−√

)′

V ,α1 α2

A = ( )5

4

4

5

V ,α1 α2

( , ) = ( , ) = 5α1 α1 α2 α2 ,α1 α2 = + , = −β1 α1 α2 β2 α1 α2

= = ( + ) = = ( − )r1
β1

∥ ∥β1

1

18−−√
α1 α2 r2

β2

∥ ∥β2

1

2–√
α1 α2

,r1 r2

( , ) = ( , ) := ( , ) ⋅ Pr1 r2 α1 α2
⎛
⎝

1
18√

1
18√

1
2√

− 1
2√

⎞
⎠ α1 α2

,r1 r2 ,α1 α2

=P −1 ⎛
⎝

3
2√

1
2√

3
2√

− 1
2√

⎞
⎠

V = R
2 = (1, 1 , = (1, −1α1 )′ α2 )′

= (0, 2 , = (6, 12β1 )′ β2 )′ V αj βk

( , ) = 1, ( , ) = 15, ( , ) = −1, ( , ) = 3α1 β1 α1 β2 α2 β1 α2 β2

V

= − , = 9 − 3β1 α1 α2 β2 α1 α2



可以推出

从而度量矩阵

(2)

44.
设  是反对称实矩阵（即 ），证明： 
(1)  的特征值为  或纯虚数 
(2) 设  是  的属于一个非零特征值的特征向量，其中  均为实向量，则  与  正交。

(1)

不妨假设  为  的特征值，  为对应的特征向量。即 ，两边同时乘 ，有

对上式取共轭转置得

因 ，则有 。故  为  或纯虚数

(2)

假设�非零特征值为 ，根据定义有 ，即

从而 , 进一步地 ，�两边同时取转置得 

故 ，即  与  正交。

45.
设  是 Hermite 矩阵。如果对任意向量  均有 ，则 .
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由题设，当  取  的特征向量时，可以发现  的特征值均为 。又因  为 Hermite 矩阵，则  可以对角化，且对角线
元素全为0。故 

事实上，  阶 Hermite 矩阵  正定（半正定）的充要条件是  的特征值大于（大于等于） .

习题二

33.
在欧式空间  中求一个超平面 ，使得向量  在  中的最佳近似�向量为 .

利用最佳近似的几何意义，  在  中的最佳近似就是  在超平面  上的投影 i.e.

则当  时， ；当  时， 

37.
设  是欧式空间中  的单位向量， . 证明 
(1)  是线性变换； 
(2)  是正交变换.

(1)

可见  满足可加性和齐次性，故  为线性变换

(2)

只需证明  为等距变换

故 

38.
证明：欧式空间  的线性变换  是反对称�变换  在  的标准正交基下的矩阵是反对称矩阵.

设  在  的标准正交基  下的矩阵为 , 则 

故  是反对称矩阵  反对称
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习题三

10.
设  的特征值为 ，对应的特征向量为 . 判断  是否为对称矩阵并求 .

两个特征向量正交，故  可以正交对角化，从而  对称

事实上，不妨假设 

则 

从而

Bonus Questions
求  在  上的正交投影，其中  为  的解空间 

首先为求 ，将  化为 Hermite 标准形

可得 

下面进行 Schmidt 正交化

故
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